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Résumé :
La condition limite absorbante d’ordre élevé de Hagstrom et Warburton a été ap-
pliquée sur différents modèles basés sur l’équation des ondes simples, dispersives, con-
vectées. Nous l’utilisons ici sur un modèle hydrodynamique de vagues avec couplage.
Cette condition limite permet d’une part de borner le domaine mais aussi de le décom-
poser sans recouvrement de domaine, ceci en utilisant demanière optimale l’algorithme
de Schwarz grâce à la condition limite absorbante pris comme opérateur transparent.
Le couplage dû au modèle de vagues, nous oblige à assurer la continuité des vitesses
d’ondes apparaissant au sein de la condition limite.
Abstract :
The high-order Absorbing Boundary Condition proposed by Hagstrom and War-
burton was applied to different models based on the simple wave equation, dispersive
convected. We use here on a Hydrodynamic Wave Model With Coupling. This bound-
ary condition allows one hand to limit the real unbounded domain but also to use the
non-overlapping domain decompositionmethod, whith the Classical SchwarzWaveform
Relaxation using the absorbing boundary condition taken as Transparent Operator. For
this, we need to ensure the continuity of the wave velocities appearing in the parame-
ters of the boundary condition at the coupling between the surface model and the pond
(basin).
Mots clefs : Conditions limites absorbantes, décomposition de do-
maines, opérateur transparent, couplage demodèles, hydrodynamique.
1 Introduction
La condition limite absorbante (CLA) d’ordre élevé de Hagstrom et Warburton (CLA-
HW) [1] de filiation Engquist-Majda (1977), Higdon (1986), Givoli-Neta (2003) a été
appliquée sur différents modèles basés sur l’équation des ondes (Hagstrom, Mass-or,
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Givoli (2008), Bécache, Givoli, Hagstrom (2010)). Nous l’utilisons ici sur un modèle
hydrodynamique de vagues composé d’un modèle de surface Γs couplé à un modèle
dans le bassin Ω, faisant suite à [2], ici utilisé sous sa forme non convectée. La con-
dition limite absorbante permet d’une part de borner le domaine Ω mais aussi de le
décomposer dans un premier temps sans recouvrement de domaine (utile pour paral-
léliser la résolution numérique). Ce travail est effectué en utilisant de manière optimale
l’algorithme de Schwarz grâce à la condition limite absorbante permettant d’approcher
l’opérateur transparent de type Dirichlet to Neumann pour dimensionner les conditions
aux interfaces comme proposé par Gander, Halpern et Nataf [4]. Du fait du couplage
de modèles, nous avons besoin d’assurer la continuité de coefficients, associés aux
vitesses d’ondes, apparaissant au sein de la condition limite entre les deux modèles
(surface/domaine) [5].
2 Le modèle de vagues et la condition limite absorbante
Le modèle de vagues ([2], [3]) sur lequel nous souhaitons appliquer la CLA-HW, est
constitué de deux modèles couplés. L’un décrit le déplacement vertical η de la sur-
face Γs, le second décrit le potentiel de vitesse ϕ du fluide contenu dans le bassin Ω.
Le modèle, ici présenté sans écoulement, s’écrit (figure 1, g gravité, ε épaisseur de la
surface, σ tension superficielle, ρ masse volumique du fluide, cf célérité du fluide) :
∂2t η − c2s∂2xη +
g
2ε
η +
1
2ε
∂tϕ = 0 sur Γs, cs =
√
σ/(2ερ),
∂2t ϕ− c2f∆ϕ = 0 dans Ω,
∂νϕ = ∂tη sur Γs,
∂νϕ = 0 sur Γb,
η(t = 0) = η0, ∂tη(t = 0) = η1, ϕ(t = 0) = ϕ0, ∂tϕ(t = 0) = ϕ1,
avec les conditions limites absorbantes sur Pin, Pout,Γin,Γout.
(1)
Figure 1: Figure et notations associées au modèle (1).
La CLA d’ordre élevé de Hagstrom et Warburton [1] s’assimile à une condition
limite de type "Higdon" à un ordre plus élevé, c’est à dire :
(a0∂t + c∂ν)
n∏
i=1
(ai∂t + c∂ν)
2u = 0, avec ai > 0,∀i = 0, n, (2)
avec u étant η lorsque la condition est utilisée aux points extrémités deΓs, soitϕ lorsque
la condition est appliquée aux bords Γin,Γout. Cette condition limite peut s’écrire de
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la manière suivante, en utilisant des variables auxiliaires φi(i = 1, n+ 1) : (a0∂t + c∂ν)u = a0∂tφ1,(ai∂t + c∂ν)φi = (ai∂t − c∂ν)φi+1, ∀i = 1, n,
φn+1 = 0.
(3)
Chaque variable auxiliaire φi vérifie, par la linéarité des opérateurs mis en jeu, le même
modèle que u. Ainsi, nous pouvons obtenir les équations supplémentaires, pour le prob-
lème de surface (où Pbord est soit Pin, soit Pout) (en posant φη0 = η) :
(as0∂t + cs∂x)η = a
s
0∂tφ
η
1 en Pbord,
∀i = 1, n en Pbord :
lsi,i−1 ∂
2
t φ
η
i−1 + l
s
i,i ∂
2
t φ
η
i + l
s
i,i+1 ∂
2
t φ
η
i+1
+
g
2ε
(msi,i−1 φ
η
i−1 + m
s
i,i φ
η
i + m
s
i,i+1 φ
η
i+1 )
+
1
2ε
(msi,i−1 ∂tφ
ϕ
i−1 + m
s
i,i ∂tφ
ϕ
i + m
s
i,i+1 ∂tφ
ϕ
i+1 ) = 0,
(4)
puis pour le problème du bassin (où Γbord est soit Γin soit Γout) (en posant φϕ0 = ϕ) :
(af0∂t + cf∂x)ϕ = a
f
0∂tφ
ϕ
1 sur Γbord,
∀i = 1, n sur Γbord :
lfi,i−1 ∂
2
t φ
ϕ
i−1 + l
f
i,i ∂
2
t φ
ϕ
i + l
f
i,i+1 ∂
2
t φ
ϕ
i+1
−c2f (mfi,i−1 ∂2yφϕi−1 + mfi,i ∂2yφϕi + mfi,i+1 ∂2yφϕi+1 ) = 0,
∂νφi = ∂tφ
η
i en Pbord, ∂νφi = 0 à l’autre extrémité,
(5)
avec :
pour i = 1 :
l1,0 = 2a1(1− a20), m1,0 = 2a1,
l1,1 = a0(1 + 2a0a1 + a
2
1), m1,1 = a0,
l1,2 = a0(1− a21), m1,2 = a0,
et pour i > 1 :
li,i−1 = ai(1− a2i−1), mi,i−1 = ai,
li,i = ai(1 + a
2
i−1) + ai−1(1 + a
2
i ), mi,i = ai−1 + ai,
li,i+1 = ai−1(1− a2i ), mi,i+1 = ai−1,
(6)
où les li,j ,mi,j correspondent à lsi,j ,msi,j (pour ai = asi ) et à l
f
i,j ,m
f
i,j (pour ai = a
f
i ).
Le fait que (η, ϕ) et les (φηi , φ
η
i ) vérifient le modèle (1), entraîne les contraintes :
cs
asi
=
cf
afi
,∀i = 0, n. (7)
3 La décomposition de domaines et la condition limite
d’interface
L’algorithme "Classical SchwarzWaveformRelaxation" sans recouvrement de domaines
sur l’équation des ondes (notation : cu = ∂2t u − c2∆u) en utilisant les variables
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d’erreur "upi − up−1i , i = 1, 2 (que nous notons abusivement par la suite uni ) s’écrit :
Initialisation : u01 = u10, u02 = u20,
Etape courante :
cup1 = 0 dans Ω1 × [0, T ], cup2 = 0 dans Ω2 × [0, T ],
up1 = 0 sur ∂Ω ∩ Ω1, up2 = 0 sur ∂Ω ∩ Ω2,
B1u
p
1 = B1u
p−1
2 sur Γ1, B2u
p
2 = B2u
p−1
1 sur Γ2,
up1|t=0 = 0 dans Ω1, up2|t=0 = 0 dans Ω2,
u˙p1|t=0 = 0 dans Ω1, u˙p2|t=0 = 0 dans Ω2.
(8)
Figure 2: Figure et notations associées au problème (8) avec : Γ1 = Γ2.
Nous remarquons que l’ensemble des seconds membres, mis à par les conditions
limites d’interfaces, sont nulles. Ainsi, il serait intéressant d’avoir un opérateurBi, i =
1, 2 tel que (pour up−1i non nul, i = 1, 2) :{
B1u
p−1
2 6= 0
B2u
p−1
1 6= 0
⇒
{
B1u
p
2 = 0
B2u
p
1 = 0
, (9)
pour ainsi avoir upi nul (i = 1, 2). Gander, Halpern et Nataf [4] ont montré qu’il est
possible de construire ce type d’opérateurs. Présentons quelque peu cela. Prenons
l’opérateur "Dirichlet to Neumann" (ν1 normale de Γ1 extérieure à Ω1) :
DtN1(v) : v sur Γ1 7→ ∂u
∂ν1
sur Γ1, (10)
associé au problème : 
cu1 = 0 dans Ω1 × [0, T ],
u1 = 0 sur ∂Ω ∩ Ω1,
u1 = v sur Γ1,
u1|t=0 = 0 , u˙1|t=0 = 0dans Ω1.
(11)
Avec Γ2 égal à Γ1 (cas sans recouvrement), on peut écrire (conservation du flux, u1 = v
sur Γ1 et ν2 normale de Γ2 extérieure à Ω2) :
∂u1
∂ν2
= −∂u1
∂ν1
= −DtN1(v) = −DtN1(u1). (12)
Ainsi nous obtenons l’opérateur B2 tel que si u1 vérifie (11) et ceci quelque soit v :
B2(u1) =
∂u1
∂ν2
+DtN1(u1) = 0 sur Γ2. (13)
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Nous procédons de manière identique pour obtenirB1. Ces deux opérateurs dits "trans-
parents" permettent de vérifier (9). Ils ont l’avantage de pouvoir faire converger l’algorithme
de Schwarz (8) en seulement deux itérations [4]. On parle alors de convergence opti-
male.
Ce type d’opérateur correspond à la CLA exacte [4]. C’est pourquoi nous souhaitons
utiliser une condition limite d’interface construite en utilisant la CLA-HW pour traiter
le modèle de vagues. Celle-ci s’implémente aisément en utilisant son formalisme, en
choisissantB1 de forme (2). Ainsi la condition limite d’interface devient (pour i = 1) : n∏
j=1
(aj∂t + c∂ν)
2
 (a0∂t+c∂ν)up1 =
 n∏
j=1
(aj∂t + c∂ν)
2
 (a0∂t+c∂ν)up−12 , (14)
ou encore :  n∏
j=1
(aj∂t + c∂ν)
2
 (a0∂t + c∂ν)(up1 − up−12 )︸ ︷︷ ︸
a0∂tφ
p
1
= 0. (15)
Ce qui nous permet d’écrire : (a0∂t + c∂ν)u
p
1 = a0∂tφ
p
1 + (a0∂t + c∂ν)u
p−1
2 ,
(aj∂t + c∂ν)φ
p
j = (aj∂t − c∂ν)φpj+1,
φpp+1 = 0.
(16)
En conséquence, l’implémentation numérique reste identique au problème précédent
hormis la première équation auquel un second membre doit être ajouté.
4 Application numérique
En dimensionnant correctement les paramètres intervenant au sein de ce problème, nous
pouvons obtenir en deux itérations des résultats semblables à celui présenté en figure 3
(avec σ = 0.075N.m−1, ρ = 1000kg.m−3, g = 9.81m.s−2, cf = 1000m.s−1, n =
8, aui = [0.4, 320]cu/Cmin, ε = 0.001 et par sous-domaine 41 noeuds pour la surface,
820 pour le bassin).
5 Conclusion
La condition d’interface construite en utilisant la condition limite absorbante deHagstrom
et Warburton appliquée à un problème de décomposition de domaines sur un modèle
avec couplage d’hydrodynamique de vagues permet d’obtenir en deux itérations des
solutions comparables à celle du problème non décomposé, en particulier lorsque l’on
vérifie la contrainte (7) liée au couplage de modèles.
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(a) (b)
Figure 3: La condition initiale (a), le déplacement vertical (amplifié) de la surface
et le potentiel des vitesses à 0.7s (b) pour une décomposition en trois sous-domaines
soulignés par la présence des lignes en pointillé (la surface a été décalée vers le haut
pour une meilleure visibilité et ses couleurs sont différentes par sous-domaines).
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